MODUL DEFERENSIAL
11

A. PENDAHULUAN.

Tujuan dari pembelajaran Deferensial pada Modul 11l ini diharapkan
setelah menerima materi ini dapat memahami konsep konsep Deferensial dan
menerapkan dalam pembelajaran tingkat lanjut yang berkaitan dengan pengukuran,
survey dan pemetaan. Deferensial merupakan ilmu dasar yang berhubungan dengan
kalkulus, dimana kalkulus memiliki dua cabang utama, kalkulus diferensial dan
kalkulus integral yang saling berhubungan melalui teorema dasar kalkulus. Pelajaran
kalkulus adalah pintu gerbang menuju pelajaran matematika lainnya yang lebih
tinggi, yang khusus mempelajari fungsi dan limit, yang secara umum dinamakan
analisis matematika.

Buku materi pokok ini berisikan materi yang membahas tentang definisi
deferensial atau derivatif menggunakan aturan limit fungsi, derivatif fungsi aljabar
dengan rumus-rumusnya. Dalam derivatif fungsi aljabar diterangkan mengenai
derivatif fungsi eksplisit, derivatif fungsi implisit, derivatif parsial, derivatif fungsi
bersusun, dan derivatif fungsi ke n. Derivatif fungsi Transenden yang terdiri dari
derivatif fungsi trigonometri, derivatif fungsi siklometri ( invers trigonometri),
derivatif fungsi eksponen, dan derivatif fungsi logaritma diberikan beserta dengan
contoh soal.

Pada akhir pemberian materi diterangkan tentang penggunaan / aplikasi dari
derivatif untuk mengetahui fungsi naik dan fungsi turun, maksimum dan fungsi

minimum suatu fungsi, penggunaan derivatif untuk menentukan persamaan garis
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singgung dan pendekatan suatu nilai menggunakan derivatif fungsi menurut teorema
harga rata-rata.

Penguasan materi sebelumya tentang materi persamaan dan fungsi yang
terdiri dari fungsi dan persamaan dan trigonometri sangat diperlukan dalam
mempelajari materi Deferensial ini. Fungsi dan persamaan yang terdiri dari fungsi
dan persamaan aljabar, logaritma dan eksponen. Fungsi dan persamaan trigonometri
dan siklometri banyak kaitannya dalam materi Deferensial. Penguasaan Limit fungsi
yang tidak dibahas dalam materi pada materi pokok matematika ini sangat berkaitan
dan harap dipelajari tersendiri.

Diharapkan setelah mempelajari materi Deferensial mahasiswa mempunyai dasar
yang kuat dalam mempelajari meteri matematika selanjutnya dan digunakan dasar
untuk mempelajari mata kuliah statistik dan mata kuliah lain yang berhubungan
dengan pengukuran antara lain ilmu ukur tanah, ilmu hitung perataan, kerangka

dasar pemetaan, dan ilmu-ilmu lain yang sesuai.

B. PENGERTIAN DEFERENSIAL

Deferensial merupakan salah satu kajian dalam Kalkulus. Kalkulus berasal
dari bahasa Latin calculus yang artinya "batu kecil merupakan cabang ilmu
matematika yang mencakup limit, turunan, integral, dan deret tak terhingga
Kalkulus mempunyai aplikasi yang luas dalam bidang sains dan teknik dan
digunakan untu memecahkan masalah yang kompleks yang mana aljabar tidak cukup
untuk menyelesaikannnya. Kalkulus memiliki dua cabang utama, diferensial kalkulus
dan integral kalkulus, yang berhubungan dengan teorema fundamental kalkulus

Dalam perkembangannya hitung deferensial merupakan perhitungan
matematika tentang perubahan dan gerakan. Persoalan-persoalan tentang laju
perubahan, misalnya penjalaran panas, kecepataan pertumbuhan dapat diselesaikan

menggunakan hitung deferensial ini.
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Gagasan utama dari hitung deferensial adalah pengertian turunan (derivatif),
yang berasal dari masalah ilmu ukur, yaitu untuk menentukan garis singgung suatu
titik pada kurva yang diketahui. Konsep ini baru dirumuskan pada permulaan abad 7
oleh ahli matematika perancis yang bernama Pierre de Fermat, yang mencoba
menentukan maksimum dan minimum dari beberp fungsi tertentu. Selanjutnya
gagasan dan metode-meode hitung deferensial dipelajari secara mendalam dan
dikembangkan oleh ahli matemtika inggris Newton dan Leibniz dari Jerman.

Pada awalnya deferensial memang khusus di kembangkan untuk bidang
fisika, tetapi dalam perkembangannya banyak bidang ilmu yang dapat dikembangkan
menggunakan deferensial, seperti dalam cabang ilmu untuk pengukuran banyak
dipergunakan deferensial untuk memecahkan masalah-masalah dan memperluas
cabang ilmu tersebut.

Hitung deferensial dalam hal ini yang dibahas mengenai pengertian derivatif fungsi
dan penggunaannya. Sebagai contoh untuk memahami pengertian deferensial
menggunakannya sebagai laju perubahan. Apabila suatu benda bergerak dengan
kecepatan yang tidak tetap dan menempuh jarak tertentu selama selang waktu
tertentu, maka akan muncul masalah bagaimana cara menentukan kecepatan benda
tersebut pada suatu saat t; suatu waktu, dengan t; berada pada satuan waktu tersebut.
Andaikan benda tersebut menempuh jarak S meter dalam t detik dan hubungan antara
S dan t ditentukan oleh suatu rumus, misalnya S = f(t) = t% Dalam hal ini
kecepatannya tidak tetap karena kecepatan v = S/t = t, tergantung dari waktu. Dari
persamaan S = f(t) = t?, setelah waktu berjalan 2 detik maka harga S = 4 meter dan
setelah 5 detik maka S = 25 meter. Kecepatan rata-rata dalam selang waktu antara 3
dan 5 detik merupakan perubahan jarak dibagi dengan perubahan waktu,
yaitu (25-4)/(5-3) =21/3 =7 meter/detik.

Kecepatan rata-rata dari t = t; sampai t = t, adalah  (f(ty) - f(t1))/ (t2 - t1) meter / detik

Untuk menentukn kecepatan suatu benda pada saat t = 2 detik, dan diambil suatu
selang waktu yang singkat misalnya h, dimana h merupakan bilangan positif yang
relative kecil.
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Sehingga kecepatan rata-rata dari t = 2 saampai t = 2 + h tersebut adalah :

f(2 +h)—f(2) f(2 +h)—f (2) (2+h)* -2

------------------ U — P P T LSS
(2+h)-2 h h

Apabila harga h dibuat sekecil mungkin dan mendekati nol maka akan dapat ditulis

kecepataan benda tersebut:

f(2+h)—f(2)
V(2)=lim - = lim (4+h) =4 meter/detik
h— 0 h h— 0

f(t+h) —f (t)

Gagasan pada gerakan benda tadi dapat dibuat lebih umum untuk fungsi yang
sembarang, sehingga dapat ditentukan laju perubahan nilai fungsi f: x — f (x) pada
X = a, laju perubahan itu didefinisikan sebagai :

f(a+h)-f(a)

h—0 h
Nilai limit ini, yang diturunkan dari fungsi f, ditulis f ! (a) dan disebut turunan
(derifativ) dari fungsi f padax =a

| f(a+h) -f(@)
Jadi: f'(a) = Lim --------mmmmmeeee
h—0 h
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C. DERIVATIF FUNGSI

Derivatif mempunyai arti sebagai turunan. Arti derivatif dan deferensial untuk
selanjutnya digunakan bersama-sama, dan mempunyai kesamaan arti.

Diketahui suatu fungsi f : x — y = f(x), misalkan nilai x = x; dan x = X, berturut-turut

memberikan nilai fungsi y; = f(xy) dan y, = f(x; ).

Y f(x) Y2—Yy1=Aydan X;- X;=AX
Y2
Y1

X1 X2

Gambar 1 Definisi Deferensial

dy f(x2) - f(x1) f(x1+ Ax) - f(x1)
----- S 0 I L1 JE R |1 S ——
dx AX— 0 AX AX — 0 AX

Contoh 1:

Tentukan harga turunan pertama (dy/dx), apabila y = x*+5

Jawab :

dy ( (x+Ax)* +5) — (x* + 5) X2 + 2XAX + (AX) 2+ 5-x*-5
2 liM e T
dx Ax—0 AX Ax—0 AX

dy 2XAX + (AX)? AX (2 + AX)

—--=lim e =lim - = 2Xx+0 =2x

dx Ax—0 AX Ax—0 AX

Jika y=x*+5, maka dy/dx=y'=2x
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1. Derivatif fungsi aljabar :

iC=O
X
2. ixn =nx"?
dx
9 cf=cl
X dx

4 %(f(x) + gx)) = % x) + % o(x)

d ~ d d
5. ax (03, 9(x)) = 9(x). i f(x) + f(x) i 9(x)

6. % (f(x) / g(x)) = @(X) ;—X f(x) + f(x) % g(x)) /' (909* ), untuk g(x) #0

Contoh 2 :
Jikay=f(x) = 3x %/x, tentukan harga y'=?
Jawab :
y=3x"?% > y'=3(5/3)x¥=5xVx

Contoh 3 :
Jika: y= x*+x+5, tentukan harga y' = ?
Jawab :

_ dy 4 d d

T L T
dx dx dx dx

Ly =
2. Derivatif Fungsi implisit :
Persamaan y = f(x) dapat juga ditulis dalam bentuk y — f (x) = 0 atau F (x,y) = 0 yang

dy

disebut sebagai bentuk implisit y sebagai fungsi x. Menentukan ™

jika y dalam

bentuk implisit dapat dilakukan dengan cara :
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1. jika mungkin ubah dulu dalam bentuk y = f(x), kemudian turunkan terhadap sumbu
X, atau,

2. dengan menganggap Yy sebagai fungsi x, kemudian turunkan persamaan itu

terhadap x dan selesaikan dalam bentuk g_y

X
Contoh 4 :
Tentukan g—y jika x? - 4xy +2 = 0;
X
Caral:
kerena y dapat ditulis dalam bentuk ekplisit yaitu :
X2 +2
Y = meeeeee- atauy= Vax+%x ", maka y'= Y+ (12)(-1)x P =Ys-Y x 2
4x
X2 -2
atau y' = e
4 x°
Carake2:

Dengan menggunakan derivatif parsial, yaitu masing-masing diturunkan ke x dank
key
X2 -4xy +2 =0 — 2x dx - 4y dx - 4x dy =0 : dx

2x- 4y -4x Y =0, maka &L = (2x- 4y)/4x = (x-2y) /2
dx dx

dy (Xx-202+2)/4x) (4x% - 2x% -4) (2x% -4) X2 - 2

3. Derivatif Fungsi bersusun :
Jika y = f(z), dan z = g(x), maka y = f(g(x)) merupakan fungsi x. Jika y mempunyai
derivative terhadap z dan z mempunyai derivative terhadap x, maka :

dy _dy d_z yang disebut aturan rantai.
dx dz dx
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Contoh 5 :

tentukan dy jikay=(Bx*-4)°
dx
Jawab :

misalkan z=3x*—4, maka y= z°

d—y:524,dang—z=6x

dz X

jadi dy_dy g, e =5(Bx*—4)*6x= 30x (3x*—4)*
dx dz

Contoh 6 :

Jikay = V(3 + 4x — x?), tujukkan bahwa g_y =(2-x)1y
X

Jawab :

Misalkan U = 3 + 4x — x?, maka y = U2

OI—u:4—2x dand—yzl/zu'l’2

dx du

d_y:d_y d_u:1/2(3+4x_x2)-1/2 (4_2)():]/zy-l(4_2x):(2_x)/y
dx du dx

dy _

— =(2-x)/y, terbukti
dx

Derivatif fungsi bersusun dapat diperluas dalam derivatif fungsi parameter, yaitu
terdapat persamaan-persamaan dalam parameter yang lain selain x dan y.

Sebagai contoh apabila terdapat persamaan y = f(t) dan x = f(t) maka masing masing
fungsi tersebut akan diturunkan dalam t dan akan terdapat hubungan antara x dan y
sebagai berikut :

dy dy dt

sebagai contoh misalkan, terdapat persamaany =t+2 danx=t2?+t™*
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dy dx 2t -1 dt t2

—-= ldan = 2t-t2= e sehingga ---- = - ------
dt dt t2 dx 2t%-1
dy t2 t2

. — = -

dx 2t%-1 2t%-1

4. Derivatif Fungsi Invers :
Jika 'y = f(z), dan misalkan fungsi f : x — y = f(X) mempunyai invers g:y — x = f(y)
Jika g mempunyai derivatif terhadap x maka

dy d d dx
— = —f(x)=1 — =1 —
ol () dy a(y) dy
dengan syarat

dx _d

- = 0

dy ~dy a(y) #

Contoh 7 :

Tentukan :—y titik (3,1) jika x = y* + 2y
X

Jawab :
dx
karena x = y? + 2y maka " =2y +2
y

dan dy _ l/d—x =1/(2y+2)=1/2(y+1))
dx dy

jadi dititik (3,1) , g_y =12(1+1)=Y
X

Contoh 8 :

Tentukan g—y ,jikax=y® -3y
X

Jawab :

dx

= =3y> +3y?
dy y y
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5. Derivatif Fungsi ordo n :

Jika terdapat fungsi y = f(x) mempunyai derivaatif terhadap x, yaitu j—y =y'=f (x),
X

d’y d"y

derivative ordo 2 ditulis - = y" (x), dan derivative ordo n ditulis ------ =y" (x)
dx? dx"

Contoh 9:

Jika y = x*— 3x* tentukan d’y/dx’

Jawab :

y' =3 x% - 6x

y'=6x-6

y"'=6, jadi d’y/dx’=6

6. Derivatif Fungsi Trigonometri
dy Ay f(x2) - f(x1) f(x1 + Ax) - f(x1)

Sina - Sinp = 2SinY%(a—p)Cos% (a+p)
Ay = Sin(x+Ax)-Sin(x) = 2Sin% (x+Ax—-x) Cos¥% (( X + AX —X)
= 2Sin% (Ax) Cos ( X + %2 AX)

dy Ay 2 Sin %2 (AX) Cos (X + Y2 AX
----- =fi(X) = Lim - = LM s
dx AX—0 AX  Ax—0 AX
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Sin % (AX) Cos (X + %2 AX)

misalkan h =% Ax, maka h=%0=0,

maka persamaan diatas dapat dituliskan sebagai :

dy Ay Sin h Cos(x+h)
----- S T I3 J e 1 O —
dx h—0 Ax h—0 h
Sinh
= Lim  ----- . Lim Cos(x+h)=1.Cos(x+0) = Cosx

h—0 h h—0

dy

Jadi jikay=Sinx maka y':OI = Cos X
X

Contoh 10

Jikay = Cos x. tentukan harga y'

Jawab :

y=Cosx = Sin (90°-x)

y'= Cos (90°—x). (-1) = - Cos (90° —x ) = - Sin x

Contoh 11
Jika'y = tg x tentukan harga y '
Jawab :
y =t = _SInX = m =
cosx  g(x)
y'= ' (x).9(x) —g"(x).f(x) _ COSX.COSX — (—Sinx)sinx _ 1
92(x) COSXCOSX COSX.COSX

jadi jikay = tgx makay'= Sec®x

7. Derivatif Fungsi Trigonometri

1. Jikay=Sinx maka y'=Cos x

= Sec’x



Jikay=Cosx maka y'=-Sinx
Jikay=Tgx maka y'=Sec?x
Jikay=Ctgx maka y'=- Cosecx
Jikay=Secx maka y':Sechgx
Jikay=cosec x maka y'=-Secx. Ctgx
Jikay = Sin f(x) maka y'= Cos f(x). f'(x)
Jikay = Cos f(x) maka y'=-Sin f(x). f(x)

n-1

© 0o N o g B WD

Jikay=Sin"x maka y'=nSin™ x. Cosx
10.Jikay=Cos"x maka y'=nCos™ x.(-Sin x)

11.Jikay=Tg"x maka y'=nTg" x. (Sec? x)

8. Derivatif Fungsi Siklometri

Fungsi siklometri merupakan invers dari fungsi trigonometri.

Jika terdapat fungsi y = arcsin x, tentukan harga turunan pertamanya

. . . . dx
Fungsi y = arcsin x. maka x = sin y, sehingga av =cosy atau =Ccosy
y

dy / dx
dy =1/Cosy
dx

terdapat rumus bahwa Sin?x + Cos®x = 1 atau Sin®y + Cos?y = 1, sehingga diperoleh
Cosy = V(1 -Sin%)

j—y =1/Cosy =1/V(1-Sin’y) =1/V (1 -x?)
X

dengan cara yang sama dengan diatas akan diperoleh :

1
1. Jikay=arccosXx maka v'=- —oomemeeee
Y y V(L-x)
2. Jikay=arct maka y' !
L Jl = X = e
Y J y (1+ x2)
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3.Jikay = arc ctg x maka y':- .............

(1+x%)
- _ - 1
4. Jika 'y = arc sec X maka y = X\/(le)
s _ . 1
5.Jikay=arccosecx makay = X\/(le)

9. Derivatif Fungsi Logaritma dan Exponen

Fungsi logaritma merupakan invers dari fungsi eksponen dan begitu pula sebaliknya

Menurut rumus binonium Newton, untuk bilangan asli n berlaku

(ath)'=a"+ 2 a™lp + _n(r11 ;1) ar2p? + NN-D(0=2) _11;(2 22 e gy

jika dimisalkan a = 1 dan b = 1/n, maka diperoleh :

(1+1)”:1”+ n l+ n(n-1) i+ nin-H(n-2) (l Y+ .+ (l )"
n 1n 12 nn 1.2.3 n n
1 1 1 1 2 1 n!
=1+1l+---(1---)+--(1--—- )(1----)+ ... + e e
2! n 3! n n n n"
untuk harga n = ~, maka harganya menjadi :

1 1 1 1 1 2
lim(1+-)"=lim (@+1+--(1---)+--(1---)(1---)+.......
n—~ n n— ~ 2 n 6 n n

1 1
=1+1+ -+ - + . =27182....... =e
21 3!

jika terdapat fungsi logaritma y =f(x) = ®log x maka :
Ay =Tf(x + AX) — f(X)

=%log ( X + AX) - ®log x
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X + AX AX

=*log () ="log (1+ )
X X
Ay 1 X + AX AX
----- = - "log (=) ="log (1 + - )"
AX X X X
1 X + AX 1 AX
- alog( ________ )X/AX. 1/x - . alog ( l + o )X/AX
X X X X
maka :
A 1 AX
lim 22 im (---- %log (1 + -----)*2
AX — ~  AX AX — ~ X X
Ay 1 AX 1
T3 SR— = ?og lim (14 - )/ = ®log e
AX — ~  AX X AX — ~ X X

dengan cara yang sama jikay = In x maka harga yI akan sama dengan :

Ay 1 AX 1
lim - = - Clog lim (14 - )/ = ®log e
AX — ~  AX X AX — ~ X X

1
harga jika y = In x maka harga y' = ---—
X

dengan cara yang sama akan dapat ditentukan :

l1.y=a* maka dy/dx=y =a‘Ina
2.y=1In(f(x)) maka dy/dx=y' =f(x)/f(x)
3.y=e” maka dy/dx=y' =e*Ine=¢*
4.y=e™  maka dyldx=y = f'(x)e ™
Contoh 12 :

Jikay=1In(x+2)® tentukan harga y'
Jawab :
y=In(x+2)’=3In(x+2)



ST DU— (X+2 )= —ooeeee
dx (x+2) dx (x+2)
Contoh 13 :

Jikay=e*® tentukan harga y'

Jawab :

d

__Y_: eXZ ______ (XZ): 2xeX2

dx d

Contoh 14 :

Jikay = In (3x?) tentukan harga y'

Jawab :

dy 1

S . 3 X2 = - 6X) = ------
dx 3x* d ( - (6%)

D. PENERAPAN DERIVATIF
1. Sebagai Garis Singgung

Y y=f(x)
\ Q
Ay
y AX R
X AX X

Gambar 2 Deferensial sebagai garis singgung
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untuk menentukan persamaan garis singgung pada suatu titik yang terletak pada
kurva (grafik fungsi) yang diketahui, perlu ditinjau arti ilmu ukiur dari fyngsiu
turunan (a, f(a)) pada suatu kurva.

Dari definisi pada pembahasan deferensial diatas disebutkan bahwa :

f'(x) = lim f(X+AX)_f(X)

AX —0 AX
Misalkan  P(a,f(a)) dan Q ((a + Ax), f(a + Ax))
Maka PR=Ax danPQ =f(a+ Ax)—f(a)

f (x + Ax) — f(X)
Gradien PQ = -------------------- ,  PQ merupkan tali busur

Bila Ax dibuat sekecil mungkin ( mendekati 0 ), maka gradient garis PQ menjadi
Gradien garis singgung pada titik P ( a, f(a + Ax)),
oleh karena itu Gradien garis singgung dititik P ( a, f(a + Ax)), adalah :

f (a+ Ax) —f(a)
NG 115 W ——
AX —0 AX

jadi arti ilmu ukur dari fungsi turunan disustu titik adalah gradient garis singgung
pada grafik fungsinya dititik yang bersangkutan.

Misalkan persamaan garis singgung dititik x = 2, pada suatu fungsi y = 6x — x°
adalah :

untuky=6x—x> ,makaf'(x)=y'=6-3x* ->f'(2) =6-3(2)*= -6
pada titik x = 2, hrga y = 6(2) — (2)° = 12 — 8 = 4, jadi titik P (2,4)

jadi persamaan garis singgung grafik fungsi y = 6x — x* pada titik (2,4) adalah :
y=-6(x-2)+4 =-6x+16 — y= -6x+16
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Contoh 15 :

Tentukan sutu titik pada grafik fungsi y = x* yang garis singgungnya tegak lurus

garis X—-2y+5=0

Jawab :

Perhatikan garis x—-2y+5=0,atauy=%x+2%

gradient garis singgung yang tegak lurus garisy =% x + 2 % (gradient = m = %)
adalah -2 (' syarat tegak lurus, jika m=-1/m,m=1/2,jadin=-2)

fungsi y = f(x) = x* - f'(x) = 2x

akan ditentukan x sehingga f'(x) = - 2, diperoleh 2x = -2, atau x = -1

untuk x = - 1 diperolehy = f(x) =x* = (-1)? =1

jadi titik pada grafik y = x* yang garis singgungnya tegak lurus garis x — 2y +5 =0
adalah pada titik (-1,1)

2. Harga ekstrim suatu fungsi

Misalkan f suatu fungsi yang didefinisikan pada interval tertentu I, f dinyatakan
sebagai fungsi naik apabila x; < x, maka f (x;) < f(x2) untuk setiap harga Xz, X2

didalam interval I, dan f dinamakan fungsi turun apabila x; < x, maka f (x;) >

f( x2) untuk setiap harga x;, X, didalam interval I.
Sifat : 1. f fungsi naik pada | < f'(x) >0V xel
2. f fungsi turun padal < f'(x)< 0V x e |

misalkan fungsi y = x> + 6x + 8, tentukan harga dimana fungsi naik dan fungsi
turunnya

y=x? +6x+8 — f'(x)=2x+6, untuk f' (x) = 0 maka harga x = -3
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flo) - - - - oo oo 0 ++ + + + + + + +

........ -5 4 -3 -2 -l

dari gambar diatas terlihat harga X < -3 mempunyai harga negative ( - )

atau f' (-3 ) < 0 berarti merupakan fungsi turun.

pada gambar diatas terlihat harga x > -3 mempunyai harga positif (+ )

atau f' (-3 ) > 0 berarti merupakan fungsi naik.

Grafik fungsi disebut maksimum apabila merupakan fungsi naik dan mencapai nilai
ekstrim (fI (x) = 0) dan diikuti oleh fungsi turun.

Fungsi mempunyai nilai maksimum disuatu titik apabila memenuhi syarat

f'(x)= 0,danf'(x)< 0

Grafik fungsi disebut minimum apabila merupakan fungsi turun dan mencapai nilai
ekstrim (fI (x) = 0) dan diikuti oleh fungsi naik.

Fungsi mempunyai nilai maksimum di suatu titik apabila memenuhi syarat f'(x) =
0,danf'(x)> 0

Grafik fungsi mempunyai nilai stasioner apabila merupakan fungsi turun dan
mencapai hilai ekstrim (f' (x) = 0) dan diikuti oleh fungsi turun, atau merupakan
fungsi naik dan mencapai nilai ekstrim (f ' (x) = 0 ) dan diikuti oleh fungsi naik.
Fungsi mempunyai nilai stasioner disuatu titik ( disebut juga titik belok ) apabila

memenuhi syarat f'(x) = 0, dan f"(x) = 0

Gambar 3 Ekstrim Fungsi
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Titik P merupakan harga maksimum dari suatu fungsi, Q merupakan harga minimum
dari sutu fungsi dan titik R merupakan titik stasioner.

Nilai maksimum, minimum dan titik belok suatu fungsi dapat didibedakan
menggunakan turunan pertama saja, ini disebut sebagaiu uji turunan pertama. Yaitu
dengan cara memberikan interval pada sebelum dan setelah harga ekstrimnya. Tetapi
akan semakin lengkap dan jelas apabila membedakan maksimum, minimum dan titik
belok suatu fungsi menggunakan uji turunan kedua, yaitu maksimum apabila f" (x) <
0, minimum apabila f" (x) > 0 dan merupakan titik belok apabila f"(x) = 0.

Suatu fungsi f(x) apabila berupa fungsi aljabar polimomial atau fungsi aljabar
pangkat n, akan mempunyi maksimum nilai ekstrim sebanyak n. Sebagai contoh
apabila fungsi pangkat 3 maka kemungkinan akan mempunyai titik ekstrim sebanyak
3 buah.

Contoh 16:

Jika terdapat fungsi y = 3x° - 5x° tentukan titik dimana mempunyai nilai
maksimum, minimum atau titik beloknya

Jawab :

y=f(x)=3x° - 5x* = f'(x)= 15x* - 15x* =0

= fl(x)= 15x* (x*~1)=0

dari persamaan diatas diperiolek harga x; = 0, X, = 1, dan x3 = -1.
TitikP(0,0), Q(1,-2)danR (-1,2)

f(x) = 60x° — 30x

pada titik P (0,0) = f"(0)= 60 (0)*-30(0)=0

titik P (0,0) merupakan titik stasioner atau titik belok.

pada titik Q (1,-2) = " (1) = 60(1) - 30(1) =30 >0

jadi titik Q merupakan titik ekstrim minimum, karena harga f" (0) > 0
pada titik R (-1,2) = f"(0) = 60(-1)* - 30(-1) = -60 + 30 = -30 > 0

jadi titik R merupakan titik ekstrim maksimum , karena harga f" (0) < 0
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3. Penggunaan Nilai Maksimum dan Minimum

Apabila y = f(x), kurva tersebut akan mempunyai nilai ekstrim ( dapat maksimum

atau minimum) pada titik y* atau f* (x) = 0. Akan mempunyai nilai maksimum apabila
1 (x) < 0 dan f* (x) > 0. Harga tersebut dapat digunakan mencari harga

maksimum dan minimum suatu kasus.
Contoh 17 :

Seseorang mempunyai tali sepanjang 100 m. Tali tersebut hendak digunakan untuk
membuat luasan bidang tanah. Dengan tali tersebut tentukan luas maksimum yang

dapat dibuat.

Jawab :

Luas Bidang (L) = panjang (x) x lebar (y) = xy
Keliling= 2 x (panjang + lebar ) =2 (x +y).
Keliling=100=2x+2y - 50=x+y — y =50-x
L =x.y= x(50-x)=50x—x

L' =50 - 2x

Syarat ekstrim maksimum dan minimum f*(x) = 0, maka :
L'=50-2x=0 —2x=50 atau x=25

y=50-x = 50-25=25

L' =50 - 2x

LY¥'=-2<0  ekstrimnya berupa maksimum.

untuk memenuhi supaya luasan bidang dapat dibuat maksimum apabila harga panjang

dan lebarnya masing-masing adalah 25 m dan 25 m. Jadi luasan empat persegi akan
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bernilai maksimum apabila mempunyai panjang dan lebar sama ( panjang = lebar )

atau luasan berupa bujur sangkar.
4. Pendekatan suatu nilai rata-rata

Jika f (x) kontinyu pada (a,b) dan f : (x) ada pada (a,b) maka terdapat nilai x = X

f(b)-f(a)

dengan ketentuan a < Xo < b sehingga berlaku f'(x) = b
—-a

P (Xo, f(X0))

Gambar 4 Grafik Pendekatan Nilai

f(b)—f(a)

dari gambar diatas terlihat bahwa = tg 6 merupakan gradient garis AB.

Jika P (xo, f(xo )) pada f(x), maka f' (x) merupakan gradient garis singgung dititik P
(Xo, f(Xo0))-

Secara geometris teorema nilai rata-rata ini menyatakan bahwa terdapat titik pada
kurva f(x) diantara A dan B, sehingga garis singgungnya sejajart dengan tali busur
AB.

Contoh 18 :

Hitung pendekatan dari nilai 4/84

Jawab

Misalkan f(x) = 4/x ,a=81 danb =84 maka f(x) kontinyu pada (81, 84)
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f'(x) = % x " pada (81, 84) dan terdapat nilai X, dengan 81 < X, < 84 sehingga
berlaku

_ f(84)-1(8D)

fl(x)=vax
8481

f(84) = f(81) + 3. Yax 2 =3 +3.1/4 (81 ) ¥ | karena harga x tidak diketahui
diambil harga x = 81, sehingga harga f(84) =3 +3. %4 (3% #*=3+3/4 (3 ?)
f(84) =3 +3.v4 (1/27) =3 +1/36 =3,02777

jadi harga pendekataan dari 4/x =3,02777
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RANGKUMAN

f(x+Ax)-f(X)

AX —0 AX
2. a jika y=k maka y'=0
b jika y=x" maka y=nx"!
c. jjka y=1f(x) £ g(x) £ h(x) £ .......... maka

V') +gd )+ h'6)+

d. jika y=f(x).g(x) maka y'=f'(x)gx) +g' ). f(x)

D

jika y =f(x)/

a(x)

f. jika y = (f(x))"

3. a. Jikay=Sinx
b. Jikay = Cos X
c.Jikay=Tgx
d. Jikay = Ctg x
e. Jikay = Sec x
f. Jika 'y = cosec x
g. Jika y = Sin f(x)
h. Jika 'y = Cos f(x)
i. Jikay=Tgf(x)
j. Jikay=Sin"x

k. Jikay = Cos " x

maka

maka y'=(f'(x)g(x) -g' (). f(x))/g*(Xx)
maka Yy =nfx)"™f'(x)

y'=Cos x
maka y'=-Sin x
maka y'=Sec? x

maka y'=- Cosec x
maka y'=Secx Tgx
maka y'=-Secx. Ctgx
maka y'=Cos f(x). f(x)
maka y'=-Sin f(x). f'(x)
maka y' = Sec f(x) f'(x)

1

maka y'=nSin"* x. Cosx

maka y'=nCos™ x.(-Sin x)
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. Jikay=Tg"x maka y'=nTg" x.(Sec? x)

1
. a.Jikay=arcsin x N AT —
V(@A -x%)
. 1
b. Jika y = arc cos x maka v'= - ccomemeeeeeee
4 Y V(@ -x
- 1
c. Jikay=arctg x maka v'= ool
Y | Y (1+ X2 )
: 1
d. Jikay =arc ctg x maka v'= - —ocemeeeee
Y ’ Y (1+ x%)
. 1
e. Jikay = arc sec x maka v'= —cceccmmemmeeeo
Y Y X V(x*- 1)
: 1
f. Jikay = arc cosec X maka v'= ceemeeiiee
Y Y -x (x*- 1)
L ay=a* maka dy/dx=y' =alna
b.y = In (f(x)) maka  dy/dx = y' = f(x) / f(x)
cy=e”* maka dy/dx=y' =e*Ine =g
dy=e™ maka dy/dx=y = f'(x)e ™



LATIHAN

1.Jika y=x">+x*/x -7, tentukan harga :_y
X

2. Jika z =+\t°- i tentukan harga 3—?

gt
. — Y3 3 dy
3. Jika y=(5x"-5)’ tentukan harga o
X
. _ 2 . dy 2-x
4. Jika y = V(4 + 4x — x?), tunjukkn harga o v
X y

dy 1++/x

5. Tunjukkan bahwa — =

jika y=12x + 2Vx
o o ke Y

6. Tentukan g—y dititik (3,1) jikax =y 2+ 2y
X

7. Tentukan 3—y jikax=y®+- 3
X

8Jikay=+1+z dan z= Jx , tentukan :_y
X

ds .., . _ 2

9. Tentukan E,jlkat— V(9-5%)

10. Jika r = Cos (1 —x?), tentukan (cjl_r
X

11. Tentukan 3—y , jika a). f(x) = Cos 3 b) f(x) = Sin® x
X X
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12, Tunjukkan bahwa g—y = Sin 2X, jikay = ¥ Tg Xx.Sin 2x
X

13. Tentukan g—y jika a).y=arcsin(x—1)  b).arctg 5x°

X )
14. Tunjukkan bahwa g—y =-1(1+ NG ), jika f (x) = arc ctg ( T—X )
X - X

15. Tentukan %,jika a).S=t’e' dan b).S=In?(3+1)

16. Tentukan 3—:,jika a).S=t" e” dan b).S=In(2+1t)

17. Jikay = x In x — x, tunjukkan bahwa ‘;—y = In x
X
dy .. _ .
18. Tentukan d—,jlka a)x=2cosH dan y=sin20
X

b) x=cos’t dan y=sin®t

19. Tentukan persamaan garis singgung dan normal :

a. Ellips 4x* + 9y? = 40 di titik (-1, 2)

b.Kurvay =Inx, dititik dengan x = e?

c. Kurvay?= x3, dititik (4, 8)

d. Parabola x*+2y =8 dengan garis normal sejajar garis 6x + 5y —1 =0
20. Tentukan turunan ke empat dari persamaan a).y=4x>—x*, b).y= x 2

c).y=e* dand). Y =31In3x.
21. Tentukan f'' (I1/2 ) jika a). f (x) =Sinx, b). f(x) = Cos x

c). f(x)=2Sin2x d).y= 3x Cos 2x



22.

23.

24.

25.

Tentukan dimana fungsi f naik atau turun, jika :
a. f(x) = x*/6 — x*

b. f(x) = 3x* —4x°

c. f(x) = 2x® —3x*— 12 x

d. f(x) = x® + 3x% - 9x

Tentukan Titik maksimum dan maksimum fungsi f jika :
a. f(x) = x°/6 — x*

b. f(x) = 3x* —4x°

c. f(x) = 2x® —3x*- 12 x

d. f(x) = x* — 4x?

e.f(x)=xe™

Tentukan interval dimana fungsi f naik/turun, maksimum dan minimum fungsi
jika :

a. f(x)=2x* —3x*—12x

b. f(x) = x* — 4x°

c.f(x)= e ™

d. f(x) =In x

Lukislah grafik fungsi f, jika :

a. f(x) =3x* —4x®

b. f(x) =x e ™

c. f(x) = x (12 — 2x)?

d.fx)=2+x*
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26. Hitunglah luas terbesar empat persegi panjang yang dapat dibuat dalam
lingkaran berjari-jari 4

27. Akan dibuat kaleng silinder tanpa tutup atas dengan volume 1 liter, apabila tebal

kaleng diabaikan, tentukan ukuran kaleng sehingga bahan pembuatnya minimum.
28.Tentukan pendekatan dari harga a) 3/30 b). C). J90
d). /50 f). 4V120
29. Gunakan pendekatan nilai rata-rata untuk mengerjakan :
a) f(x) = x> —2x* pada (-1,3)
b) f(x) = 3x* + 4x -3 pada (1, 3)
30. Jika :
a). fx)= 2x*—x3+2x* - 12
b).f(x)= 2x*-2x* +5
tentukan :

f (x + AX) — f(X)
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TEST FORMATIF

1. Jika y = 3x*—2x- 12, tentukan harga (;_y
X

a. dy _ 12x3-2
d

X

b. dy =4x3-2
dx

C. dy = 12x% — 2x
dx

d. dy =4x3-12
dx

2. Jika y = (x*—12)%, tentukan harga ;I_y
X

a. 3(x* —12)°

b. (x* —12)° (4x%)
a. 4% (x* —12)°
d. 3(x* —12)% (4x°)

3. Jika y = xV(x?* —3) , tentukan harga g—y
X

a. 2V (43 - 6x) (x* = 3x%)
b. (4x* — 6x) / 2N( x* - 3x9)
c. (4 —6x) (x'=3x9)
d. (4% — 6x) (x* — 3x%) 2



4. Jika f(x) = Cos® — Sin> tentukan harga f' (30°)
a. V3
b. % 3
c. V2
d. %52

5. Jika 6x°— 3y + 12x — 5 = 0, tentukan harga g—y
X

a. 6x +12
b. x* +4
c. 4x- 4
d.-4x* +4

6. Jika y=cos 20 dan x=Sin (90° - 0), tentukan harga 3
X

a.4sin 20. Cos 0
b.-4Sin 0
c.2sin20/Cos 6
d. Cos 20.Sin6

7.Jika y=57%, tentukan harga g—y
X

a 5%In5bh.
b. xIn5
c. In5*

d. x°In5

tentukan harga ay

dx

3x-5

8.Jikay=e

al3e3X75
b.(3x-5)e?
c.3e

d.(3x-5)e*™®
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9.Jika y=Sinx. Cos x, tentukan harga turunan ketiganya ( y"")
a.— 2 Sin 2x
b. 4 Cos 2x
a. 2Cos 2x
d. -4 Cos 2x

10. Parabola x*- y =6 dengan garis normal tegal lurus garis X +2y—4=0

tentukan persamaan garis normalnya

ay=-2x+4
b.y=2x -6
C.y= 2x+4
b.y=%x + 6

Cocokkan jawaban saudara dengan kunci jawaban test formatif 1 yang terdapat pada
bagian akhir Buku materi pokok ini. Hitunglah jawaban saudara yang benar.
Kemuadian gunakan rumus dibawah ini untuk mengetahui tingkat penguasaan
Saudara terhadap materi Buku materi pokok ini.

Rumus :

Jumlah jawaban saudara yang benar
Tingkat Penguasaan = -------=======nmmmmmmmmmm oo x 100 %
10

Arti tingkat penguasaan yang saudara peroleh adalah :
80 — 100 % = Baik Sekali
70-79% =Baik
60 -69 % = Cukup
< 60% = Kurang
Bila saudara memperoleh tingkat penguasaan 70 % atau lebih saudara dapat
melanjutkan ke Buku materi pokok berikutnya. Sedangkan jika tingkat penguasaan
Saudara dibawah 70% saudara wajib mengulangi Buku materi pokok ini, terutama

pada bagian yang belum saudara kuasai.
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